Lycée La Martiniére Monplaisir PT

TDq9 — Séries entieres

Exercice 1

Déterminer le rayon de convergence R de chacune des séries entieres suivantes :

1. Z\/ﬁz", 6. ZnQZ"; 11. Z z" _
n>0 n>0 = n(n+1)
n? chn
2. Z 2" 7. —2" n
I T n ’ 12. Zanz
n>1 ( ) . n>=1 N n>0
3. Z <1 + 1) z2"; 8. Z wx” ou, pour n € N
n>1 n n>1 n a, est le nombre
Z2n Z2n de chiffres dans
4. Z o1’ 9. Z o I’écriture dé-
n=1 " n=0 N cimale de n
z T
5. Z _ 10. Z — sin(nd) ; (eg. ag = 1,
n>01+2+"'+n o1 as32 = 3).

Pour les séries entiéres de 6 a 11, déterminer la valeur de leur somme sur | — R, R].

Exercice 2

Calculer le développement en série entiere au voisinage de 0 des fonctions suivantes (on précisera
le domaine de validité) :

1. f:x—chasinz; 4. frx—sindz;
2. f:xn—>arcsin1x; ) 5. f: x> arctan(1 + 2?).
— 2z
3. fia
Jio (2+z—a22)2’

Exercice 3

Soit f définie sur | — 1,1 par f: x +— % Calculer £ (0) pour tout n € N.
-

Exercice 4

Déterminer, en justifiant son existence :

Z @ D2

Exercice 5

“+o0 3p
. X , . . . . s o
Soit f:x +— E —(3 i Déterminer une expression simple de f en s’aidant de ses dérivées premiere
D)!
p=0

et seconde.
Exercice 6
+oo
Résoudre I’équation d’inconnue = € R : Z(?m +1)%2" = 0.
n=0

Exercice 7
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Montrer que (1, X, X (X — 1), X(X — 1)(X — 2)) est une base de R3[X].

En déduire la valeur de N

Z(n —1)3z".

n=0

Exercice 8

Soit E a, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Déterminer les rayons de conver-

2% N
gence de E —'z” et E aa,z" ou a est un nombre complexe.
n

Exercice 9

aO::a1::1

Yn € N* ap11 = an +

On consideére la suite (a,)nen définie par {
ap—1

n+1

1. Montrer que, pour tout n € N*,1 < a,, < n?. En déduire le rayon de convergence R de la
série Z anpx™.

2. Montrer que sur | — R, R], la somme S de cette série est solution d’une équation différentielle
linéaire homogeéne d’ordre 1, et en déduire une expression de S sur | — R, R[ & l'aide des
fonctions usuelles.

Exercice 10

n
On définit la suite (uy,)neny par : ug =1 et : Vn € Nyu, 1 = Zukun_k.
k=0

En considérant la série entiere u,x", déterminer la valeur de u,, en fonction de n.
b

Exercice 11

2n+ 3
g

Convergence et calcul de la somme de la série E
n=0

Exercice 12

+oo n
. . z
Smtf.x»—)ZinQ_l.
n=2
1. Quel est le domaine de définition de f 7
2. Calculer f(z) pour z €] — 1,1].

0 ¢ tb tel L a b
n pourra trouver a e elLs que =
p q n2—-1 n—-1 n+1

- - 1 &n-e
3. En déduire les sommes Z - et Z T
n=2 =2

Exercice 13

i
4

Soit f définie par f(z) = Z anz™ ol a, = / tan”™(t) dt.
n=0 0

. Calculer ag et a;.
. Prouver que (a,,) converge vers une limite ¢ < 1.

1
2
3. Calculer a,, + a2 pour tout n € N. En déduire la valeur de /.
4. Déterminer le rayon de convergence R de f.

5

. Expliciter f.
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Exercice 14

ank

Soit (an),cy telle que définie par ag =1 et 2a,+ Z
k=1
entiere Z an,z", on note R son rayon et f sa somme.

= 0 pour n > 1. On considére la série

1. Calculer a1, as et as.
2. Montrer que, pour tout n > 1, |a,| < 1. Qu’en déduire sur R?

3. Montrer que, pour tout |z| < R, on a f(x) = . En déduire que R < 7

1+e®

Exercice 15

Développer en série entiere les fonctions définies par

fl@) = et g(z) = e"% cos(x)

Exercice 16

1
2+

1. Développer en série entiere f : x —

2. Montrer que

n

1 )
1
Vp €N, -
P /0 R QZQ”n—I—p—i-l)

—+o0
1 n
3. En déduire la valeur de la somme Z M

n=0

Exercice 17

Soit (E): (1 —2)y'(z) + y(x) =z sur | — 1,1].
1. Résoudre (F).
2. Trouver, sans utiliser 1., les solutions de (E) développables en série entiere (préciser les rayons)
3. Que dire de l'ensemble des solutions de (E) sur | — 1,1[?

Exercice 18

On considere 'équation différentielle (F) : 22y

+ 4y’ + ( 2) y=1.
1. Prouver que (E) posséde une unique solutlon développable en série entiére.

2. Exprimer cette solution a ’aide des fonctions usuelles.

Exercice 19

Soit f définie sur R par f(z) =e= / et dt.
0

1. Montrer que f est développable en série entiéres et préciser le rayon.

2. Donner une équation différentielle du premier ordre dont f est solution et en déduire son
développement en série entiere.

3. Préciser, en lien avec la question 1, une autre forme de ce développement.
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Exercices issus d’oraux

Exercice 20
(Oml 2018, 2019)

Fo=0 F; =1
VneN, Fyo=F,+F.n

1. Déterminer une expression de F;, en fonction de n.

On considere la suite de Fibonacci définie par {

2. Quel est le rayon de convergence de la série entiere Z F,z"

3. Calculer la somme de cette série entiere.

Exercice 21
(Oral 2014)
x’ﬂ

+o00 T
On pose f(z) = nz::om et F(z) = /0 e tf(t)dt

1. Déterminer le rayon de convergence R de Z 7 et calculer f(x) pour tout x €] — R, R|.

.,L.TL
(n+1)
2. Montrer que F est dérivable sur R et calculer F'(z) pour tout z € R.

3. Montrer que F' est développable en série entiére sur R et expliciter ce développement en série
entiere.

Exercice 22
(Oral 2015)
On pose f(x) = cos(v/x) si # > 0 et ch(v/—x) si x < 0.
1. Montrer que f admet un développement en série entiére au voisinage de 0 et le déterminer.
2. Déterminer f(0) et f”(0).
3. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

Exercice 23
(Oral 2018)

47 (n!)?
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Z (2(_~_)1)' n+1
n !

n>0
On note f sa somme sur | — R, R]
2. Montrer que f est solution de I’équation différentielle (1 — z?)y’ — zy =1
3. En déduire f a l’aide des fonctions usuelles.
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

vn+1 1

1. Pour n € N* on a =4/1+—- — 1.

\/ﬁ n n—0

D’apres le critere de D’Alembert la série Z V/nz" est de rayon de convergence 1.

n=0
n2
2. .
D en)”
n>1
Pour n€ Nona
(n+1)%
2n + 2)! 1)? 2
( nt ) (n+1) L
n n2(2n +2)(2n + 1) n—+o00 n* no+oo
(2n)!
n2
D’apres le critere de D’Alembert la série Z (2—)'2” ; est de rayon de convergence oo.
n)!
n>=1
n\" .,
3. Z 1+ -] 2";
n>1 n
Pour n € Non a
1\" 1
<1 + ) = exp (nln (1 + ))
n n
(Gee(2))
=exp|n|—+o| —
n n
=exp(l +0o(1))
— !
n—-+oo
1 n+1
A n+1 e
Ainsi, lim 7 =—=1
n—400 1 el
(+3)
n
1 n
D’apres le critere de D’Alembert la série Z (1 + ) 2" est de rayon de convergence 1.
n
n>1

4. On ne peut pas appliquer le critere de D’Alembert ici. On revient a la définition.
2n
r

On cherche les réels r > 0 tels
n cherche les réels r ebque(2n+1

2n 2n

) est bornée.
neN*

Sir<+v2ona

— et — — .
2" + 1 n—+4oo ¢ 2" 4+ 1 n—>+<>o+oo

2n
Ainsi sup {r >0, ( ! > bornée } =2
neN*

2n +1

Z2n

La série entiére Z 1

n=0

est donc de rayon de convergence v/2.

- 1
D. Onsaitque,pournENona1—|—2+...+n:zk:n(”7+).
k=1

2

Pour n € N* on a (n+1)2(n+2) - —
n(n+1) N2 norteo
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D’apres le critere de D’Alembert la série entiere Z

n=>0
gence 1.

6. On sait que les séries entiere E an 2" et E na,z" ont méme rayon, ainsi E n2z" et E "

ont méme rayon.

La série entiere E z" est de rayon 1 ainsi la série entiere
n=0

1
1—2

“+o0
Pour x €] — 1, 1] posons f(z) = Zx” =
n=0

Alors, pour z €] —1,1[ on a

1+24--+n

ZTL

n>0 n=0

E n%z" est de rayon 1.
n=0

+o0 foo
Fa) =Y na"t @)= - 1)z
n=0 n=0
D’ou ) ( ) )
2 +x(1—=x r+x
2.n __ 20 ! _ —
an =z f(x)+af'(x) = A—2F ~(—a7
n=0
7. Pour n € Non a
chT(LTJLIl) on entl 4 g—n—1
ch(n) n+1 e + en
enJrl
n—+o00 en
— e
n—-+oo
o . : e ch(n) , 1
D’apres le critere de D’Alembert la série entiere Z ——=12" est de rayon de convergence —.
n e
n>1
Posons S ]—e_l,e_l[ — R
+oo
ch(n) ,
H _—
x ; —
Pour x € ]—e_l,e_l[ on a
“+o0
S'(x) = ch(n)z"!
n=1
n=1 2
e +o0 1 +o©
— 5 (em)n—l + Z(e—lx)n—l
n=1 n=1
e 1 e ! 1
21 —ex 2 1—elz

Ainsi, par primitivation

8

X ch(n)

3
Il
—

1
" = 85(0) — %ln(l —ex) — %ln(l —e lz) = —% In(1 —ex) — 3 In(1 —e '2)

est de rayon de conver-
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8. Comme précédemment on a

sh(n+1 —n—
7(L+1) B n en+17e n—1
sh(n) n+1 en — en

n
en+1
~ 1
n— 00 en
— €
n—-+o0o
sh(n)

D’apres le critére de D’Alembert la série entiere Z

n 1
x" est de rayon de convergence —.
e

n>1

n

Et, pour z € |—e e[

+oo
h 1 1
Z #x” . In(1 —ex) + B In(1 — e 'x)

n=1

2n 2n

. . r . . r . p

9. Pour > 0 on a toujours lim —— = 0. Ainsi la suite | — est bornée pour tout réel
n—+oo nl n! neN

positif » > 0.
2n

Ainsi la série entiere E — est de rayon de convergence oco.
n!
n=0
Pour z € Ron a
—+oo
x2n 9
> — = exp(a?)
n!
n=0

n

x
10. Pour |z| > 1, le terme général ne tend pas vers 0 et pour |z| < 1, on |[— sin(n@)‘ < 2™, donc
n

la série est absolument convergente.

Ainsi la série entiere Z r sin(nd) est de rayon 1.
n>1
Pour z €] — 1, 1] posons S(z) = Z T sin(nf).

n=1

Pour z €] — 1,1 on a

S'(z) = Z sin(n@)z" !

n=1
ind —inf
eint _ o B
_ : " 1
29
n>=1
.0 —1i0
et n—1 € s n—1
=Y ) T Y ()
24 21
n>1 n>1
ez@ 1 e—i@ 1
2i 1 —ez 2i 1—e ¥y

1 ei@ e—i@
T2 (1 P ei9x>

o (i)
sin(6)

1—22—2cos(f)z

Donc S est la primitive de cette fonction qui s’annule en 0. On obtient, pour x €] — 1, 1]

1= (252510 s o (22)
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11. On a lim n(n+1)

—————— = 1, ainsi, d’aprés le critere de D’Alembert la série entiere
n—+oo (n+ 1)(n+ 2)
n

x
Z ——  est de rayon de convergence 1.
n>1 n(n + 1)

Pour z €] —1,1[ on a

Sy
= (n+1) =i n+1
n21n n>1n+1
xnfl
:—1 — —
n(l—x) Z -
n>2
1 z"
:—1 — —_ - _—
n(l —x) xzn+1
n>=1
In(1 —
(1 —a) 4 D)
T
12.Zan2"
n=0 an
Pourn>1onal<a, <n On a en fait a, =

lo n)| + 1.
Les séries entiéres Zz" et an” sont de rayon 1, ainsi la série entiere Zanz" est de L1081 ()]

rayon 1.

Corrigé de ’exercice 2

1. Pour zx € Ron a
e(1+i)m _ e(lfi)x + e(fl+i)m _ e(flfi)x

ch(x)sin(z) = p¥

Les fonctions z — (197 gy (1707 4y o142 of 2y o(2179% gont développables en
série entiere sur R. Par somme [ est développable en série entiére sur R.

Pour x € R on a
e(l-l—i)w _ e(l—i)a: 4 e(—l-l—i)w _ e(—l—i)x

4i
1 1+4) °01—z X (1 IR (21—
L e S T
1 = x™
M(Z((lJrz')"(li)”Jr(lJri)" (=1 —i)" )n|>
n=0 :

Pour n € Non a

L+ — (1 =)+ (14" — (-1 — )" =2" (64 B R S e;gi"")

=2v2" <sm <n4 ) + sin (3Z7T>>
— 4v/2"isin (”—2”) cos (%”)

. 2 1
44/29Pi(—1)P cos <(p—£)7r) sin=2p+1,peN

0 si n est pair

Ainsi e \/ﬁ(fl)pZP cos ((21};{;1)7\')
J@ =2 2p+1)!

p=0

x2p+1
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2. f est définie sur [—1, 1], dérivable sur | — 1, 1] et, pour z €] — 1,1, on a

1 I _1 —l_l..._l_ +1)(=1)" 2n
f,(l')*ﬁ:1+ 1 2( 2 ) (’rf' n )( )I

Cette série étant de rayon de convergence 1.

On peut par ailleurs remarquer que, pour n > 1,

n—1
_1)n
= <22 [T@k+1)
k=0
_ H (2k +1)(2k)
oo 2k
k=0
I I
on 2n=1(p —1)!
(=1 (2n)!
- 2n 2np)
(=1)"(2n)!
n 4nn!
Donc, par intégration, pour z €] — 1, 1],
400 n 2n+1
: =D"@n)!
a,rCSln(I') =+ Z Tm(fl) m
n=1
+oo (Zn) $2n+1
AP e
+oo (2n) p2n+1
::2£% an 2+ 1
3. f est définie sur | — 1,2[ et, pour z €] — 1,2[ on a f(x) = F'(x) ou
P 1 B 1 _ 11 n 11
T -2 I+ (2-2) 314z 32—z

F est la somme de deux fonctions développables en séries entieres de rayons respectifs 1 et
2. Elle est donc développable en série entiére sur | — 1,1[. Comme F n’est pas définie en —1
elle n’est pas développable en série entiére sur un intervalle plus grand.

Pour z €] — 1,1 on a

1 1 1 1
F(z)== -

@) =3777 33 %
11 +1 1
C31+ax 61-%

+oo +oo
1 1 "
— 1 n,.n - -
3712220( ) ’ +6n:0 2"
+oo
1 n n
7;)3((1) +2n+1>x

9 Bastien Marmeth
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Ainsi, pour x €] —1,1[ on a

o) =3 . ((—1)” + 2n1+1> P i ((—1)n+1 T ) 2

n=1 n=0 3

[ est donc développable en série entiére sur | — 1, 1].

1 3
4. Par linéarisation, pour z € R on a sin®(z) = 1 sin(3z) — 1 sin(x).
Ainsi, pour tout z € R,

+oo
B (—)"(3* T —3) 5.
f(”)_; s2nrr ¢ ’

5. Pour tout = € R, on pose f(x) = Arctan(1 + x?) et g(x) = Arctan(1 + ).

g est de classe C* sur R et, pour z € R on a

1
/ _
g'(w) = 2+ 22 + 22
_ 1
- iz -~ 8im
(1= (1)
1 1+ 1 1—1
== Frealinn 3ix
4 1— ze 4 1— ze 4
V2 V2
1 e T N e it
= 2\/§ L R L o BT
V2 V2
Pour |z| < v/2, on a
1 +oo ( 3177)77‘
B re1
3im
1-— ;ce\/% n=0 \@
et
1 f xe% "
|zttt A\ 2
el —

et ces séries sont absolument convergentes.

D’otl, pour |z| < v/2,

1 2 e\ o 2 (e =\
"(z)= —— [eT =) e T

n=0
+oo ) )
1 ( 7,(371,2—1)77 + e—z(31,+1)7r) o
= —=|e
n+3
n=0 \/é
= 1 ((3n+1)7r> .
= COS
n=0 \/§n+1 4

0 (x ’ t b e\
nposeap,=|——1] etb,=—1] .
V2 V2

Par intégration, on obtient, pour = €] — V2, \/5[

+oo
1 3 1
g(x):EJFZ . COS(( n+ )7r> ot
4 n:O\@ (Tl+1) 4
“+o0
™ 1 ((3n—2)7r> n
=—+ mCcos| — |z
TR P 1
+oo
T 1 . 3nm
=—+ —— sin "
4 ,;nx/i < 4 >

10 Bastien Marmeth
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Finalement, pour = €] — v/2, v/2[ on obtient

On vérifie a l'aide de la régle de D’Alembert que R = v/2.

Corrigé de I’exercice 3

f est développable en série entiére sur | — 1, 1] et, pour tout €] — 1,1[, on a

+oo
fla) =) !
k=0
Par identification a la série de Taylor on a alors, pour n € N

Fm(0) = 0 s? n est Pair .
n!  sin est impair

Corrigé de ’exercice 4
1)n,x2n+1

. Cette série a pour rayon de convergence 1.
2n+1

Considérons la série entiére E (
n=0

On reconnait le développement en série entiére de la fonction arctan

1
Ainsi, pour z = 50 on obtient

Z (71)nz2n+1 arcta 1
—  —ar nl -
(2n + 1)22n+l 2

n>=0

— Développements usuels

Si vous ne recon-
naissez pas le dé-
veloppement de la
fonction arctan vous
pouvez retrouver le
résultat en dérivant
terme a terme, on
retrouve alors bien
le développement de

Hi
v 1+ 22

Corrigé de ’exercice 5

3p
Pour tout x € R on a lim
p—+oo (3p)!

g est infini.

g est de classe C* sur R, et, pour z € R on a

3p—1 3p—2
/ z 1 €z
g (@)= = g"(@) =) ,
= Bp—1)! = Bp—2)
Ainsi pour z € R,
3p—2 3p—1 +oo  3p n
1" / 2 : €z E : x 2 : x § : i x

= (3p—2)! = Bp-1)! 5~ (3p)! =

g est donc solution de y” + 1 +y = € et vérifie g(0) = 1 et ¢’(0) = 0.

Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme

e 2 (Acos (\/31‘) + Bsin <\/2§x)> + %,

Des conditions initiales, on déduit que

ot (A,B) € R?

= 0 ainsi le rayon de convergence de la série entiere qui définit

11
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Corrigé de I’exercice 6

3n +4)? =
Ona lim Bn+4) =1, d’apreés le critére de D’Alembert la série entieére Z(3n +1)%2" est de
n—+oo (3n + 1)2 =
rayon 1.

On en déduit dans un premier temps que notre équation n’a de sens que si « €] — 1, 1] puisque
la série diverge grossiérement si |z| > 1 et si x =1 ou —1.

Pour n € Non a (3n +1)% = 9n(n — 1) + 15n + 1, ainsi, pour = €] —1,1[ on a

+o0o
Z(3n+1 *9:522 (n—1)ax"" 2+15$Zn:17” 1+ZCL’
n=0 n=0
2 1 1
=92’ ——— +15
Fap T e T )
_18x2—15x2+15x—|—x2—2x+1
- (1-=)?
_4x2+13x+1
IR
+0oo
On a alors Z(3n+1)2x":0siet seulement si 42% 4+ 132 +1 =0
n=0

—13+3V17 ot —13 — 317

Le polynéme 4X? 4+ 13X + 1 a pour racines S 3

Puisque 16 < 17 <25 on a 4 < V17 < 5, d’ou

—1 —1343V17 2 —28 —13 - 3V17

— < +7 < = et — < <

8 8 8 8 8 8

13 3V17
Seul 5 + 3 appartient a ] — 1,1[.
+oo
—13 4+ 317

Ainsi ’équation Z(3n +1)%2"™ = 0 a pour unique solution +T

n=0

Corrigé de l’exercice 7

La famille (1, X, X(X — 1), X (X — 1)(X — 2)) est une famille de polynémes échelonnés en degrés,
elle est donc libre. Il s’agit d’une famille libre de cardinal 4 dans R3[X] qui est de dimension 4,
c’est donc une base de R3[X].

On peut alors décomposer (X — 1)% dans cette base. On a
(X -1P=X>-3X? 43X - 1=X(X-1)(X-2)+X -1

“+o0

La série entiere Z(n —1)32™ a pour rayon de convergence 1 d’aprés le critére de D’Alembert.
n=0

Pour z €] — 1,1[ on a

+oo “+o0
Z(n—l)gx Z (n—1)(n—2)z" —|—an —|—Zx
n=0 n=0

Or on a Zx ——, d’ou, par dérivation

—+oo —+oo x

E nax’ =x E na" ! = —
(1-2)

n=0 n=0

— Séries géométriques dérivées

Vous devez
connaitre le rayon et
la somme de la série
géométrique Z ",
ses dérivées s’en dé-
duisent facilement
mais il peut étre
utile d’apprendre
leurs valeurs (au
moins les deux pre-
miéres).

12

Bastien Marmeth



Lycée La Martiniére Monplaisir PT

nin—1)z" =2*Y nn—1)2""?% = —
0 = (1-12)
~— = 623
D nln =1 = 2" =2 Y onln -~ n = 22" = 7
—x
n=0 n=0
Ainsi

too +oo +oo +o00

Z(n —1)%z" = Z n(n—1)(n —2)z" + Z nx" + Z "

n=0 n=0 n=0 n=0

623 T 1
—af =22 1=z
_ 623 +a(l—x)? —(1—a)’
- 0
8z —b5a? +4x—1

0o

Corrigé de ’exercice 8

Par définition on sait que, si 0 < r < R alors la suite (a,r")nen est bornée et si r > R alors la
suite (|a,|r")nen tend vers +oo.

Soit r € [0, R[ et p € Ry, on a alors
an o n(g)n
n!
(2"

Or (anr™)nen est bornée et lim =0
n—+oo !

.. . a , . ’ P s AN
Ainsi la suite (—T p”) est bornée, ceci pour tout réel p > 0. On en déduit que la série entiere
n: neN

an
E —y % apour rayon +00.
n

Remarquons que la série entiere E aa,z" est la série E an,z" évaluée en az.
— si |az| < R, alors la série E aan,z" converge absolument

— si |az| > R, alors la série g a"a,z" diverge grossiérement

R
— sia#0et +oosia=0.

Le rayon de la série entiere E aay,z" est ainsi o]
@

Corrigé de I’exercice 9

1. On va procéder par récurrence double sur n.

Pour n € N*, on pose P(n) : « 1 < a, < n? ».

Initialisation :
Onaa; =1€[l,1] et ag =2 € [1,4], donc P(1) et P(2) sont vraies.
Hérédité :

Soit n > 2, on suppose que P(n — 1) et P(n) sont vraies.

On a alors
2 R ,
Ant1 = apn + man_l > a, > 1 par hypothese de récurrence.
n 2 2, 2(n —1)?
a =a — n
AR P (n+1)

— Définition ———

Ici on n’a aucune
information sur la
suite (an)nen donc
pas d’autre choix
que de revenir a la
définition.
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Or2(n—1)2 =2n% —4n+2et 2n+1)(n+1) = 2n*+3n+1, donc 2(n—1)* < (2n+1)(n+1),
[N 2(’[1— 1)2
dou ——
(n+1)
Ainsi apy1 <24+ 2n+1=(n+1)>%

<2n+1

P(n + 1) est vraie : la récurrence est établie.
Ainsi pour tout n € N*,1 < a,, < n?

Or les séries entieres E z" et E n?z" ont pour rayon de convergence 1.

Par encadrement, la série Z anz" a pour rayon de convergence 1.
+oo
2. Plagons nous sur | — 1, 1] et posons S(z) = Z anx”.
n=0
+oo
On a alors S'(z) = Z(n + Day 2™,

n=0

Ainsi par définition de la suite (a,),

+oo
2
! =1 1 = B n
S'(z) +n§71(n+ )(an+n+1an 1)35

+oo +oo +oo

=1+z Z napz™ ' + Z apz™ + 2z Z Ap_q2"
n=1 n=1 n=1

= S(z) + xS (x) + 225(z)

On a ainsi
Vz €] —1,1], (x=1)S"(z)+ (22 +1)S(z) =0

— 1)y 2 1 =0
Sur ]—1, 1[ S est ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy {(1(:0) )z (@) + 2z + 1)y (@)
y =

On a
_2x+1_ 9 3

r—1 rz—1

Ve #1,a(x) =

1
Une primitive A de a est A : x — —2z — 3 In(1 — z).

—2z

Sur cet intervalle, la solution générale de ’équation s’écrit y : x — K s ou K eR

(1—-x)
On a S(0) = ap =1 et donc

Veel-1,1  S(z)= —

Corrigé de ’exercice 10

On va procéder par analyse-synthese
Analyse :
+oo
On suppose que la série entiere Z upx™ a un rayon de convergence R strictement positif. Soit

n=0
f sa somme.

14 Bastien Marmeth
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On a alors, d’apres le théoréme du produit de Cauchy, pour x €] — R, R|,

+oo n
f(z) = Z (Z ukun_k> "

n=0 \k=0
+oo
n=0
+oo

=D "

= UpT
n=1

On en déduit que, pour = €] — R, R],

+oo
2f(2) = 3 una™ = f(z) —uo = f(x) -1

On a ainsi

Vo€l - R.R[,  xf*z) - flz)+1=0

1—+/1—4zx 1+\/1—4x}
2z ’

D’ou

Vo €] — R, R[\{0}, f(z) € { 2x

1
f est de classe C* sur | — R, R[ donc © — 2z f(x) — 1 également. Ainsi 1 ¢] — R, R[, on a donc
1
R < -.
<1
2ef(x) —1
Vv1—4x

constante alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires elle s’annule sur | — R, R ce qui est
impossible.

Sur | — R, R[ la fonction = +— est continue et & valeurs dans {—1,1}. Si elle n’est

Ainsi on a

1—-+v1—-4zx '_>1—|-\/1—4x}
x

€ldr— ,
f {x 2z 2z

1
Or f est continue en 0, donc f : x +— 2—(1 — V1 —4x).
x

On en déduit que si E up,x™ a un rayon de convergence strictement positif, alors sa somme

1—-+v1—-4x

vaut
2x
Or, par développement usuels on a
11 @111 1
-2 - VIi—dz =1 ——(z=1)(==n+1)(~-da)"
WG} 4’4[’ v +Zn!2<2 )(2 "+)( ?)

n=1

1 1/1 1 (—4)n+1
S (- Y (I S
(n—|—1)!2<2 >(2 nt ) 2
On consideére la suite (v, )nen définie par

tn = (n—il-l)!;<;_1> G‘”“)Wi)gﬂ

On en déduit que u,, =

Synthese :

Vn € N,

On a bien vy =1
+oo
4. Donc, par la régle de D’Alembert, la série entiere Z vz a pour

n=0

Un+1

De plus

n—-+oo

1
rayon de convergence 1

Un

— Sauts?

On a deux expres-
sions possibles pour
f(z) mais & priori
rien n’empéche que
f(x) soit égale a
une expression pour
certaines valeurs et
l'autre pour d’autres
valeurs. On va mon-
trer que c’est ici
impossible.

15
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Sa somme f vérifie

vz e}—i,i{\ ), @)= %(1 Vi~ )

D’ou
vxe]—i,ﬂ\w}, vf(w) ~ @) +1 = g (1-2VT—dz 41— 4x)_7( Yy

11
On en déduit que, pour x € ] 11 [ \ {0}

1 +oo 2 +oo n
= <x Z vnx") = Z (Z vkvnk> x
n=0 n=0 \k=0

et

On a donc
11 =
w5 (Em)r-Euar
n=0 n=0
Par unicité d’un développement en série entiére, on en déduit que

n
Vn € N v, = E VkUn—k

De plus vg = ug et la suite (up)nen est définie de maniére unique, donc , pour tout n € N, u,, = v,,.

Corrigé de I’exercice 11

Pour z €] — 1,1[ on a

+00
Z(2n+3 —Qan —|—3Za:"
n=0

_ 233 3

(1 —x)2 + 1—x

3=z

B

converge absolument et

2
= <1, lasériez nt3

n>=0
RN

n>=0

D’ou, puisque

Corrigé de I’exercice 12

n? -1 RGN
1. Ona lim ————>—— =1, ainsi la série entiere E 3 a pour rayon de convergence
n—too (n+1)2 -1 s n?—1
n—

1.

De plus, —— ~ —, ainsi, par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs,
n2 —1 no+oo n2

1 -1
Z FOREY converge et Z 7(12 j
n>2 n>2
Finalement f est définie sur [—1, 1], d’apres le théoréme d’Abel radial elle est continue sur
[—1,1]. Elle n’est par contre de classe C* que sur | — 1,1].

n
converge absolument.
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1 1 1 1
2. Poulrn}Qonanm:5 i Wl
Ainsi, pour z €] — 1,1[\{0},
400 2
f(x):nz:;rﬂ—l
_ ! Ji:.o z" _+20:o "
C2\&Zn-1 Zatl
2 n=1 n=3 n
1( RIS 1+oow”>
n=1n mn=3n
1 2
2(zln(1:z:)<ln(1:1:)xa;>)
1/(1-2?)In(1-2) x
S 14+ =
2( 145
C(1-2)ln(l-2) 1 =
- 2 oy

(1—2?)In(l —x)

) . . 1 =
Pour z =0 on a f(0) = 0 (on d’ailleurs bien ill)% 5 + 3 + 1= 0)
Ainsi ( 2) In( )
1—2*)In(1 -2z 1 =z
N S
0 siz=0

3. D’apres le théoreme d’Abel radial f est continue en 1, ainsi f(1) = lim1 f(z).
z—

C’est-a-dire .
o0
1 . (1—=2)In(1—-2) 1 =z
nz::an—l (1) = lim 2 taty

Ona(l1—-2*)In(l—2)=(1+2)(1—-2)n(l—-z) ot 2(1 —z)In(1 — x).

On sait que lim tIn(¢) = 0 ainsi lim (1 — z) In(1 — 2) = 0. D’ou
t—0 z—1

lim (1—2%)In(1 —z) n

3
z—1 2x 4

+

DN |
e~ 8

f est dérivable sur | — 1,1[ et, pour z €] — 1,1[ on a

too n—1 2 2
ron x _ 2(@*+1)log(l — )+ + 2z
f@)*;”ntl - 4z

+oo
n(—1)"
La série g (2 )1 est une série alternée convergente. D’aprés le théoréme d’Abel radial f’
n2 —
n=2

+oo n(—l)”“l

. . o Loy y _—
est continue en —1, ainsi 2_32 a1 = f(-1) = zgrgl f'(z). D’ou

R n(—1)" 2(2% + 1) log(1 — x) + 22 + 2z 1

5 =— lim — 5 =In(2) — -

ot ne—1 z——1 4x 4

Corrigé de I’exercice 13
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INE)

1. Onaaoz/ 1dt = —
0

2. Soit n € N.
Sur l'intervalle [0, %} on a tan(t) € [0, 1], d’ott 0 < tan()" ™" < tan(t)™.

Par croissance de I'intégrale on en déduit que 0 < any1 < a, < 1. La suite (a,),cy est
décroissante et minorée par 0, elle converge donc vers une limite ¢ € [0, 1].

3. Soit n € N, on a

us

I 1
Up + pio = / tan™ (t) dt + / tan™2)(t) dt
0 0

_ / * tan™ (£)(1 + tan®(t) dt
0

= /4 tan”™ (t) tan’(t) dt
0

n+1 0
1
T n+41
. 1
On a donc, pour tout entier n, 0 < ay, + Gpqo < N1
n
D’apres le théoreme des gendarmes lim ap 4+ apye = 0. Or lim a, + apyo = 2¢. Par
n——+oo n—-+oo

unicité de la limite on a donc £ =
4. La suite (a,),, ey est decrmssante ainsi, pour n € N on a 2a,, > a, + Gn42. Ainsi

1
<
2n+ 2

Vn € N, a, <1

2

Les séries entiere E et E 2™ sont de rayon 1 ainsi, par encadrement, la série entiere

2n+2
Zanz est de rayon 1.
5. Soit = €] — 1, 1[. Pourte[ z}onaZtan -t
' ’ 1 — xtan(t)
1
La fonction ¢ - ———— continue sur [0, z}, les fonctions ¢ — tan(¢)"a™ sont continues
1 — x tan(t) 4

%
et intégrables sur [O, %} et la série Z / |z" tan(t)™| dt converge absolument.
0

D’apres le théoreme d’intégration terme a terme on en déduit que la fonction m
— rtan

est intégrable sur {O, %} et que

dt = 't dt
/0 lfxtan Z/ o tan(t

S 1
Ainsi tout -1,1 = T ztani ¢
insi, pour tout x €] 1 f(2) /0 1 — ztan(t)

18
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Posons le changement de variable u = tan(t) dans cette intégrale, on a alors

i 1
S . T
/(@) /0 1 — ztan(t)
! 1
= ——d
/0 1—zultu "

1 2
1 1 1
= / uz + + x du par décomposition en éléments simples
0

24+1u2+1  22411-—2zu

x /1 20 gy L /1 U gy /1 Ty
= u u
20242 J, u?+1 YT o u?+1 224+1 )y 1—zu

€z 27711 1 1 T 1
=573 [In(1 +u?)], + poaT [arctan(u)], — o In(1 — )]}
In(2)x 7T B zIn(l —x)

202 +2  4a?+4 z?2+1
2In(2)x + 7 — 4z In(1 — x)
422 +4

Finalement
_ 2In(2)z 47 —4xin(l — x)

4x2 + 4

Vo €] —1,1] f(z)

Corrigé de l’exercice 14

1
1. Ona2a1+% =0, d’ol ay :—5.

. ar @ o
PUISQGQ-"-ﬂ—‘rﬁ—O,dOUCLQ—O

az | a . 1
— 4+ =+ —=0,dotaz = —.
TIRECTIANET ST
2. On procede par récurrence forte sur n.

Enfin 2a3 + o

Initialisation :

On a vérifié la propriété aux rangs de 0 a 3 a la question précédente.
Hérédité

Soit n € N*, on suppose que, pour tout k € [0,n — 1] on a |ag| < 1.
Alors

N
DN | =
B}
=1
=

VA

N | =
M-
&= =

N

N

Ce qui prouve la propriété au rang n et achéve la récurrence.
La série entiere E 2" est de rayon 1, ainsi par majoration, la série entiére E anz" est de

rayon R > 1.

2k

: . x”

3. Soit x €] — R,R[,onal+e” =2+ E o
k=1

19 Bastien Marmeth
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+oo

Par produit de Cauchy, on a alors f(z)(1 +e”) = Z cpx™ ot pour n € N
n=0
- 1
Cn = 2an + Zan—ky

k=1

On a donc ¢y = 2 et, pour tout n > 1, ¢, = 0.

Ainsi, pour tout x €] — R, R[, f(z)(1+¢%) =2, d'ou f(z) = 1+er

+oo
e 2
De maniére similaire, on a, pour tout z tel que |z| < R, E an2" =
n=0

14e*’

n’est pas définie en im, ainsi R <

2
La fonction z —
1+e?

Corrigé de I’exercice 15

+Dok

“+o0
1
Pour z €] — 1,1[ on a e” = Zk' 1—95:2(_
k=0

D’oti, par produit de Cauchy f est développable en série entiere sur | —1,1[ et, pour « €] — 1, 1],

= E cpz™, ou, pour n € N,

(1
A S

k=0

Comme f n’est pas définie en 1, f n’est pas développable en série entiére sur un intervalle | —

avec R > 1
e(—l—i—i)m +e(—1—i)z

2

Pour x € Ron a g(z) =

Ainsi, pour z € R on a
e(71+i):1: +e(717i)x

g(w) =

|
0 n:
V2 eos (%)
N n! v
n=0

Corrigé de I’exercice 16

1. Pour z € [-2,2[ on a

L1l I, RCD,
= - = - €T = €T
24z 21+% 24 on L gnt

2. Soit pe N, on a
+ _
= (D" 4

2 S e SO
2n+1 2k+17p

k=p

Par primitivation terme & terme des séries entiéres on a, pour ¢ €] — 2, 2|

+oo ( l)k—p th+1

2P I _
/02+a: _Z/ 2k+1p $:;2k+1—pk+1

20
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D’ou, comme 1 €] — 2,2]

Tl

bogp (—=1)k-P 1 <X
/02+:c z:2’f+11’k+1 5;% n+p+1)

’IL

1 “+o00
1

Vp € N =

Pe Z;2+x 222 n+p+D

S VN
3. D’apres la question précédente on a Z m =2 / Gy dz.
(n 0 T

Par division euclidienne on a, pour z € [0, 1]

x? 8
s = T

D’ou

+o00 n 1 3
-1
nZ=02(n+4) 0 2+

! 8
Q/x —2r+4— ——dz
0 42

x3 !
2 [—x2+4x—81n(m+2)
3 0

2
EO —161n(3) + 161n(2)

Corrigé de ’exercice 17

x
1-—2z

Les solutions de 1’équation homogene sont de la forme z — K exp (In(l — z)) = K(1 — z) ou
KeR

Par la méthode de variation de la constante on trouve que la fonction z +— 14+ (1—2z) In(1—=x)
est une solution particuliére de (E).

Ainsi U'ensemble des solutions de (E) est {x — 14+ (1 —z)In(1 —2)+ K(1 —z) , K € R}.
2. On procede par analyse-synthese

1
1. Sur | — 1,1] Péquation (E) est équivalente a y'(z) + liy(m) =
—x

Analyse :

Supposons que (F) admette une fonction développable en série entiére de rayon R > 0.
“+o00

Notons S(z Z ap,x”™ cette solution.
n=0

On a alors, pour x €] — R, R[, §'(z) = Z napx”

Ainsi

+o0 +o0
(1—-2)8(x E na,x" g na,x" + g anx”
n=0 n=0
“+oo

+o0 +oo
= Z(n + Dappia™ — Z na,z" + Z anx"
n=0 n=0 n=0

+oo
= Z((n + Va1 + (1 —n)ay)z"”

n=0

21
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Par unicité du développement en série entiere on a a; + a9 = 0, 2a2 = 1 et, pour n > 2,
(n+1ap+1 + (1 —n)a, =0

I 1 n—1
Ainsi ag = 3 et, pour n = 2, apy1 = man.
On en déduit que, pour n > 2
n—1
k-1 2(n—2) 1
on a2k1:[2k+1 n! az_n(nfl)

Une solution de (F) développable en série entiere est donc de la forme = +— ao(1 — ) +
+oo n

7;2 m avec ag € R.
Synthese :

+oo
D’aprés le critére de D’Alembert la série entiere S(z) = ag(1—x)+ Z est de rayon
n
=2

x
(n—1)
de convergence 1.

Sur | —1,1] on a
, too zn—1 foo "
D’ou
+00 " +o0 1 +o00 2"
! — —_— — S —
(1—m)S(x)+S(x)—a0x—a0+nz::ln ; - + ag a0x+nz::2n(n—1)
+oo " +oo " +oo "
SETS DL SRS
—n n-1 “nn-1)
+oo
11 1 .
—x—f—;(n— n—1 +n(n—1)>m
=z
Finalement les solutions de (E) développables en série entiére sur | — 1, 1] sont les fonctions
+oo n
de la f — ag(l — —_
e la forme z — ag( x)—i_nz::?n(n—l)

3. D’apres les questions précédentes, toutes les solutions de (F) sur | — 1, 1] sont développables
en série entiere.

Corrigé de I’exercice 18

On procede par analyse-synthese

Analyse :
Supposons que (E) admette une fonction développable en série entiére de rayon R > 0. Notons
+oo
S(x) = Z anx™ cette solution.
n=0
—+o0 +oo
On a alors, pour z €] — R, R[, S'(z) = Z na,z" et $"(x) =Y n(n—1)a,z" >

n=1 2

3
||
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Ainsi
+o0 +o0 400 400
228" (x) + 428 () + (2 — 2?)S(z) = Z n(n — 1)a,a™ + 4 Z nap,x” + 2 Z apr” — Z apx" 2
n=2 n=1 n=0 n=0
+o0 +oo 400 +0oo
= Z n(n — Dayz™ + dajz + 4 Z na,x" + 2a9 + 2a1x + Z anpx” — Z anz" 2
n=2 n=2 n=2 n=0

+oo

+oo
= 2ap + 6a12 + Z an(n(n —1)+4n+ 1)z" — Z a2
n=0

n=2
+oo

—+o0o

=200+ 6017+ Y any2((n+2)(n+1)+4(n+2) + Da" = a2

n=0

+oo

n=0

“+o0
= 2a9 + 6a;x + z:((n2 + T+ 12)an 40 — ap)x" T — Z anx™t?
n=0

n=0

Puisque S est solution de (E) alors, par unicité du développement en série entiére on a 2ag = 1,

6a; = 0 et, pour tout n > 0, (n2 + ™+ 12)apto —a, =0.

1
nt3)n+d""

Si n est impair alors, comme a; = 0, on a a, = 0.

Ainsi, pour tout n € N, ap42 =

Si n est pair alors, en notant n = 2p, on a, pour n > 2,

k=0 a2k

107 1
:ill@k+$@k+®
_ 12
- 2(n+2)!
1
~ (n+2)!

Remarquons que cette formule est encore valable pour n = 0.

Si S est une solution de (F) développable en série entiere alors

oo o oo an—2 ch(z) —1
. _ _ 2
S'xHZ(n-l-?)! _Z n )1 !
n=0 n=2
Synthese :
% six 7& 0 +oo xQn_Q
Soit f :x — 1 T = '
5 siz=0 =2 ™

rayon infini. En particulier f est de classe C*° sur R.
Pour = 0 on a bien 2f(0) = 1.

Pour z € R* on a

. f est bien développable en série entiere de

— Expression

Si on ne voit pas
P'expression de S a
l'aide des fonctions
usuelles on conti-
nue en utilisant son
expression comme
somme d’une série
entiere : on déter-
mine son rayon et
on vérifie qu’elle

est bien solution de
I’équation différen-
tielle en calculant S
et §” par dérivation
termes a termes

six#0

siz=0

(22 + 6) ch(z) — 4zsh(z) — 6

() = x sh(z) —jsch(a:) +2

, et f(x) =
D’on

2® () +daf'(z) + (2 - 2°) f(z) =

(22 + 6) ch(z) — 4z sh(z) — 6 n

x4

xsh(z) — 2ch(x) + 2 n (2 — 22)(ch(z) — 1)

4

x2

2 2

T €T

(22 + 6) ch(z) — 4z sh(z) — 6 + 4z sh(z) — 8ch(z) + 8 + (2 — 2?)ch(z) — 2 + 22

2

23
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Ainsi f est bien une solution de (E).

Finalement (E) admet une unique solution développable en série entiére qui est

ch(z) —1

i 0
frz— 94 x2 Slx#
5 six=0

Corrigé de ’exercice 19

x
1. Soit g : x — / et dt, d’apres le théoreme fondamental de l'analyse g est dérivable sur R
0
+oo 2n
: —-1)"x
de dérivée ¢’ : x +— e = Z D™
n=0

Par primitivation terme a terme g est donc développable en série entiere de rayon infini.

n!

22
Puisque = — ez est également développable en série entiere de rayon infini on en déduit
que, par produit de Cauchy, f est développable en série entiere de rayon infini.

2. Pour x € Ron a

e

f(x) =xeT / e dt+eTe™ =af(z)+e?
0

2
f est ainsi solution de I’équation différentielle y —xy =e™2 .
+o0
Notons f(z) = Z anx™ le développement en série entiére de f.
n=0

On a alors ag = f(0) =0 et, pour = € R,
—+o0 +oo
F@) —2f@) = nape =Y !
n=1 n=0

—+oo —+o0
= Z(n + Dapyra™ — Z p—12"
n=0 n=1

+oo
=a; + Z((n + Daps1 — an—1)x”

n=1

+oo (_1)77. 2n

Or f(a) ~fz)=eF =y )2

2nn!
n=0

Ainsi, par unicité du développement en série entiere on a a; = 1 et, pour n € N,

0 si n est impair
(n+1Daps1 —an—1 =1 (=1)?
2rp!

six=2pavecpeN

En d’autres termes, pour p € N on a (2p + 2)agp2 = agp et

(=1)”
2pPp!

(2p+ Dagpy1 = agp—1 +

Par une récurrence aisée on a alors ag, = 0 pour tout entier p € N. il n’y a par contre pas de
formule générale simple pour les coefficients a,, avec n impair.

3. D’apres la question 1. on a

" 400 1 nxgn 00 -1 nx2n+1
flz) =7 gla) = (Z (2)n.> (Z ((gn)+1>n'>

n=0 1=0
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—+o00
Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes on a f(x) Z Cn, OU
n=0

(71)n7kx2n72k (71)kx2k+1
2k(n — k)| (2k + 1)k!

i 1
— (-1 n_2n+1
(1) kZ:O2”*’C(2k+1)k!(n—k)!

(1)t i n 1
T 2k @k

- 1
La somme kzzo (Z) W ne se simplifie pas plus.
Ainsi .
B X[ [n 1 (—1)ngp2ntl
-3 (3 (D v )

Corrigé de ’exercice 20

1. (Fp)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son polyndme caractéristique est X2 —

X — 1 qui a deux racines réelles

1+\/5et 1-5
2 2

1+45
2

Notons ¢ = , on peut remarquer que

1-v5 1-vV614+V6 1-5 1 -1
2 2 1445 2 145 o

Il existe alors (A, B) € R? tels que

_1\n
Vn € N, Fn:Ago”+B( D)

SD’I'L
B 7 N 1% —p
Onaalors A+ B=0et Ap— —=1,dou A= et B =
v ©*+1 2 +1
Ainsi 1
ntt (D"
¥ + e
Vn €N, F, = 2—9"1
e +1
2. Pourn€Nona e
n+2 —
Fopi _ $"04 m (CD)”
Fo e r G T
Fn+1 s02n-‘,—2

Or ¢ > 1 ainsi ~ I~
¥ n n—4oo ¢2n+1 n—-+oo

1
D’apres le critére de D’Alembert la série entiere Z F,z" est de rayon —.
4

1
3. Soit z € C tel que |z| < —, on a alors
P

— Produit de Cauchy —

Lorsque 'on a des
séries entieres avec
des coefficients dé-
pendant de la parité
de n la formule du
produit de Cauchy
de deux séries en-
tieres est peu ma-
niable mais on peut
en général s’en sor-
tir en utilisant la
formule générale du
produit Cauchy de
séries absoluments
convergentes
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+oo @n+1+( ﬂ) .

+oo
;Fnz" = Z Tz"

n=0

B +1 (Zs@ - io(@l)nzn)

n=0

_p 1 1
T2 t+1\1—pz 1+2

o 1+i-(1-¢2)
p?+1 (1—¢ ( z)
©
1 2(p?+1)
<P2+11—(gp—|—i)z—22
z

1—2z— 22

+oo
1
Ainsi, pour tout z € C tel que |z2|] < —, on a Z F,2"
¥ n=0

z
1—2—22"

Corrigé de ’exercice 21

1)! 1
1. On a, pour n € N (n+1) = — 0, ainsi, par critéere de D’Alembert la série
(n + 2)! n-+2 n—+oo

n

Z (xTW est de rayon infini.
n !

Pour z € Ron a
+0oo mn—&-l +oo  n

:Cf(ﬂﬁ)znzzongm:ex—l

1
Et f(O)zﬁzl
e’ — .
Ainsi f(z) = x ste 70
1 siz=0

2. La fonction t + e~ " f(t) est continue sur R, d’apres le théoréme fondamental de 'analyse F
est de classe C' sur R et

1—e™% .
VY € R, Fl(r)=e"f(z) = x stz 0
1 sizx=0

1 X (~1)men
()
72L

T = n!

S (=D

- Z n!
n=1

B too (_1)nl.n
B 7;) (n+1)!

3. Pour z #0 on a

=
—~
8
~
I

On remarque que ce développement est également valable en 0.
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Par primitivation terme a terme, F' est développable en série entiere de rayon de convergence
infini et, pour z € Ron a
+oo (_l)nmn—i-l

F(x)zz (n+1)x(n+1)!

n=0

Corrigé de I’exercice 22

1. Pour x > 0on a

o (2n)!
“+o0
S

Pour £ < 0Oon a

“+o00
71 n .n
Ainsi, pour tout z € Ron a f(x) = Z ((2))'
n)!
n=0
“+oo

L . (-1
La série entiere -
;0 (2n)!

n M
) est de rayon infini, f est donc développable en série entiere de

rayon infini.

2. Par identification du développement en série entiere et de la série de Taylor on a f(0)

;1_ } 11 _ |(_1)2_i
or — et SO =2 =

—sin(y/x)

2z
f est alors décroissante sur les intervalle de la forme [(2k7)?, (2k7 + 1)?], k € N et croissante
sur les intervalle de la forme [(2k7 4+ 1), (2km +2)*], k € N

—sh(v—x)
2y/—x

On obtient le tracé suivant

3. f est dérivable sur R, pour x > 0 on a f'(z) =

Pour x <0 on a f'(z) = < 0, f est ainsi décroissante sur R_.
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Figure .1 — Tracé de la courbe représentative de f

\ | | | | | | | |
T T T T

P

Corrigé de ’exercice 23

1. Pour n € Non a

4"+ ((n41)1)?

Gory! A" ((n+1D)!)?(2n +1)!
Z‘;Tfj_'l); 4n(n!)2(2n + 3)!

B 4(n +1)?

- (2n+2)(2n+3)

4n?
n—too 4n?
~ 1
n—+00
4n(n!)?

D’apreés le critere de D’Alembert la série entiére Z ( z" est de rayon 1.
>0

2n +1)!

4" (nt)? 2n+1
(2n +1)! n—-+oo

47 (nl)2
(—n)'r%“) est bornée.
(2n+1)! neN

Sir > 1 alors 72 > 1 et donc +00.

Si0<r<1alors r? < 1 et donc la suite (

47 (n! 2
Ainsi sup {r >0, <(—n)'r2"+1) est bornée } =1
(2n + 1)! neN

4“(7”)2 p2ntl

La série entiere est donc de rayon 1.
;0 (2n+1)!

2. Pour z €] — 1,1[ on a

, X 4 (nh)2(2n + 1 n X an ()2 n
=2 ((22111)! =3 (2(71))! o

n=0 n=0
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D’ou
+oo +oo +oo
47 (n!)? 4n(n!)? 4n(n!)?
1— 2N\, — 2n 2n+2 2n+2
(1=a%)y —ay 7; @n)l " D @n) " ;) @n+ 1)1
+oo +oo +oo
_ 4°(0r)? 4 (n!)2x2n _ Z 4 (n!)2x2n+2 _ Z 4" (n!)? 202
2x0)! " 2 (2n)! 2 (2n))! 2 20+ 1)!
—+o0 —+o0 +oo
4t ((n+1)H2 , 4n(n!)? 47 (n!)?
=1+ SRl Sy A n+2 _ x2n+2 7 7x2n+2
S e S S
+ n n n
=1+f (4 U+ ))?  4n)? 4n(n)? )xgm
2\ (2n+2)! @n)l  (2n+ D)
10 2 2
=1+ Z 4 (’I’L) 4(’”’ + 1) 11— 1 x2n+2
— (2n)! \(2n+2)(2n+1) 2n+1

L R4+ 12 - 20+ 2)2n 4+ 1) — 20+ 2) o,
_Hn;) 2n)! @n+2)2n+1) e

=1

f est donc bien solution de 1’équation différentielle (1 — 22)y’ — zy = 1.
T 1

I—J:Zy: 1—a2

3. Sur | — 1, 1] cette équation différentielle est équivalente a y' —

In(1 — 22
(7 est une primitive de a. Les solutions

T .
Posons a : x +— EETL la fonction A : z —
T

de I'équation homogene y' — y = 0 sont donc de la forme = +—

K
1— 22 N
On cherche une solution particuliere par la méthode de variation de la constante. Soit K une

V1I—a?

fonction de classe C! sur | — 1,1 et y : x

On a alors, pour z €] — 1, 1]

=)o) - (o) = 2 - TR

Ainsi y est solution de I’équation différentielle lorsque K vérifie

1

Veel-1,1, K'(z)= —

arcsin(x)

V1—a?

(1—2%)y —ay=1sur]—1,1].

Finalement ’ensemble des solutions de I’équation différentielle sur | — 1,1] est

La fonction = — est donc une solution particuliere de I’équation différentielle

{ arcsin(z) + K
T ——

N ’KER}

I arcsin(z) + K

il existe donc K € R tel que, pour z €] — 1, 1], f(z) = ————.
que, p ] [ f(x) i

Or f(0) =0, d’ott K =0.

Finalement, on a

Ve -1 f() szxznﬂ _ arcsin(z)
- = (2n+1)! V1—a?
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